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CAPITULO 3: NORMALIDAD Y

OTROS SUPUESTOS EN ANALISIS
DE COVARIANZAS

1. Introduccion

Este capitulo aborda el estudio de los supuestos subyacentes al analisis de covarianzas.
El primero de ellos y quiza, el mas importante, es el requisito de que los datos
disponibles sigan de forma conjunta una distribucién normal. EI cumplimiento de este
supuesto resulta necesario con el fin de garantizar la validez de los resultados. Es por
ello, en este capitulo, se dedica un primer apartado al estudio de dicho supuesto, tanto
de forma univariante como multivariante, proponiendose pruebas gréaficas y estadisticas

gue permiten contrastar su cumplimiento.

El siguiente apartado se ocupa del andlisis de la linealidad de los datos, otro de los
supuestos requeridos para la utilizacion de los modelos de ecuaciones estructurales. La
comprobacion de este supuesto se realiza a través del estudio de los gréficos de

dispersion.

Finalmente, se abordan algunos procedimientos que permiten detectar la existencia de
valores atipicos o outliers entre los datos disponibles, tanto desde una perspectiva
univariante como multivariante. La presencia de valores atipicos entre las observaciones
puede influir en las relaciones entre variables y desvirtuar los resultados del analisis de
ecuaciones estructurales, de ahi la importancia de detectar y, en su caso, eliminar dichas

observaciones.



Todos los apartados se ilustran con un ejemplo practico en el que se muestra cOmo
aplicar el programa estadistico SPSS y los programas de andlisis de ecuaciones estructurales
LISREL y AMOS en el estudio del cumplimiento de estas hipdtesis.



2. Normalidad

Como acabamos de sefialar, uno de los principales supuestos sobre el que se asienta el
modelo de ecuaciones estructurales es que las variables observadas siguen de forma
conjunta una distribucion normal multivariante dado que, en caso contrario, ni los
estimadores planteados serian 6ptimos, ni los contrastes individuales de los parametros

ni los de ajuste global resultarian adecuados.

En este sentido, el que cada una de estas variables verifique la normalidad univariante
resulta ser una condicion necesaria pero no suficiente para que conjuntamente sigan una
normal multivariante, es decir, si la distribucion conjunta es normal multivariante, cada
una de las marginales es una normal univariante, pero no a la inversa. Por este motivo, se
hace necesario comprobar en primer lugar que todas las variables consideradas
individualmente se distribuyen normalmente para, a continuacion, contrastar que todas ellas

en conjunto cumplen la normalidad multivariante.

Por todo ello, vamos a referirnos en primer lugar a algunos procedimientos que permiten
estudiar la normalidad univariante, posteriormente trataremos técnicas para contrastar la
hipétesis de normalidad multivariante y, finalmente, ilustraremos todo ello con un ejemplo
de aplicacion en el que se mostrara como utilizar distintos programas estadisticos a la hora
de evaluar la normalidad de los datos.

2.1. Normalidad univariante

Para estudiar la normalidad univariante de los datos, podemos comenzar realizando una
inspeccion visual de los mismos utilizando para ello el histograma, que nos permitira
observar si la forma de la distribucion es similar a la de la campana de Gauss (unimodal,
campaniforme, simétrica,...). Otra opcidn es el gréafico de probabilidad normal, en el
que se representan los datos frente a la tedrica distribucién normal de forma que los
puntos deberian aproximarse a una linea recta para poder admitir que son normales,
aunque conviene tener en cuenta que siempre tenderd a observarse una mayor
desviacion en los extremos. Ademas, los graficos de probabilidad normal también
permiten conocer la causa de esa desviacién: si los puntos se disponen en forma de "U"
o0 con alguna curvatura, ello se debe a que la distribucion es asimétrica, mientras que Si

presentan forma de "'S" significara que la distribucion no es mesocdrtica.



El problema que plantean estos métodos graficos es que siempre presentan un
importante grado de subjetividad: la forma del histograma depende del nimero y
amplitud de los intervalos que se consideren, y es el investigador el que ha de juzgar en

qué medida los puntos se ajustan a una recta en el grafico de probabilidad normal.

Por tanto, para valorar la normalidad de los datos desde una perspectiva mas objetiva,
resulta necesario emplear otro tipo de procedimientos: los denominados contrastes de

normalidad, de entre los cuales destacaremos los siguientes:
Contraste de Kolmogorov-Smirnov-Lilliefors

Se trata de una modificacion del contraste de bondad de ajuste de Kolmogorov-Smirnov
para el caso en que la distribucién de contraste es una normal de parametros
desconocidos (que es la situacion mas habitual). Este contraste compara la funcion de
distribucion empirica muestral con la tedrica de una poblacion normal, de manera que se
rechazaria la hipdteisis nula de normalidad cuando el valor experimental del estadistico
(que seria la mayor diferencia registrada entre ambas funciones) es significativamente
grande. Este contraste no resulta muy apropiado cuando el tamafio de muestra es

pequefio porque para ese tipo de muestras su potencia es baja.
Contraste de Shapiro-Wilks

Mide el grado de ajuste a una recta de las observaciones de la muestra representadas en
un gréafico de probabilidad normal, de forma que se rechazard la hipotesis nula de
normalidad cuando el ajuste sea malo, situacion que se corresponde con valores
pequefios del estadistico de contraste. Este contraste es el mas adecuado cuando el
tamafo de muestra es pequefio (no superior a 50) y tampoco requiere que los parametros
de la distribucidn estén especificados.

Contrastes de asimetria y curtosis

Permiten determinar si la forma de la distribucion de las observaciones muestrales se
aleja significativamente de la de un modelo normal en lo que a su simetria y curtosis se

refiere. Antes de plantear este contraste, vamos a definir dichos conceptos.

Una distribucion es simétrica cuando los valores que estan a la misma distancia de la

media tienen igual frecuencia, mientras que es asimétrica a la derecha (o con asimetria



positiva) cuando los valores bajos de la variable son los mas frecuentes, y asimétrica a

la izquierda (o con asimetria negativa) en caso contrario.

La curtosis, por su parte, se refiere al grado de apuntamiento que presenta una
distribucion al compararla con la distribucion normal. Una distribucién es leptocdrtica
(o con curtosis positiva) cuando es mas apuntada y con colas menos gruesas que la
normal, platiclrtica (0 con curtosis negativa) si es mas aplastada y con colas mas

gruesas que la distribucién normal, y mesocurtica si es igual de apuntada que la normal.

Dada una variable aleatoria X con media o esperanza E(X) =p y con varianza
o’ =E[(X —pn)?], se definen los coeficientes poblacionales de asimetria, yi, y de

curtosis, 2, como:

donde p es el momento central de orden k definido como p, = E[(X —n)*].

La interpretacién de estos coeficientes, tal y como se muestra en las figuras 1y 2, es la
siguiente: si y; es positivo, la distribucion es asimétrica a la derecha, si es negativo, lo es
a la izquierda, y si es nulo, es simétrica; por su parte, si y, es positivo, la distribucion es
mas apuntada que la normal, si es negativo, es mas aplastada que la normal, y si es nulo,
tiene una curtosis como la de la distribucion normal. Por tanto, cuando una variable

aleatoria sigue una distribucién normal, ambos coeficientes son nulos.

Figura 1. Simetria

71 <0 7,=0 71>0

Figura 2. Curtosis
7,>0
7,=0

7, <0




Dado que, como ya hemos sefialado anteriormente, los valores de estos coeficientes se
refieren a toda la poblacion, un procedimiento para decidir a partir de una muestra si la
distribucion de la que procede es o no normal consiste en estimar el valor de y; y y» y
valorar si difieren significativamente de cero, en cuyo caso, rechazariamos la hipétesis

de normalidad.

Adtal fin, siendo {xi, X, ..., X,} una muestra aleatoria de tamafio n de la variable aleatoria X
se definen los coeficientes muestrales de asimetria, gi, y de curtosis, g, cOmo:

m, m

912? y 9228_3_3

-~ 13 o
donde my es el momento muestral central de k-ésimo orden: m, :—Z(xi—x)k,
Nz

. 13 _ = : o1
% es la varianza muestral: S2 =—Z(xi —X)?,y X es la media muestral: X :—in .
N Nz

Estos coeficientes muestrales no son, en general, estimadores insesgados de y; y de s,
por lo que se plantean sendos estimadores G; y G, que, bajo la hipotesis nula de
normalidad que queremos contrastar, no tienen sesgo Yy sus varianzas son conocidas. Las

respectivas expresiones de G; y G, y sus relaciones con g; y g, son las siguientes:

G :(Jn(n—l)J&_ Jn(n-=-1 g

n-2 |s®* n-2

G- (n+1)(n-1) {m_j_?{n—lﬂz -1 roiyg, +6]
(n=2)(n-3)| S n+1 (n—2)(n-3)

Una vez estimados a partir de la informacion muestral los coeficientes de asimetria y
curtosis y sus respectivas varianzas, se pueden construir diversos estadisticos® que
permitiran contrastar las hipétesis nulas de que los parametros poblacionales y; y v, son
nulos. Dado que la distribucion de estos estadisticos de contraste, a los que denominaremos
2(Gy) y 2(Gy), se aproxima a una normal tipificada, para un nivel de significacion del
5%, un valor experimental de z(G;) superior en valor absoluto a 1'96 permite rechazar la

hipotesis nula y; =0 (la distribucion es simétrica) y, de forma andloga, si



|2(G,)| > 1'96, entonces se rechaza la hipotesis nula y,=0 (la distribucién es
mesocurtica). Partiendo de los dos estadisticos de contraste individual z(G;) y z(G,), se
puede efectuar un contraste conjunto de la simetria y curtosis de la muestra utilizando el
siguiente estadistico:

k?=[2(GyF + [2(G2)T

que se distribuira asintéticamente como una > con dos grados de libertad, de forma que
un valor de k? superior a 5'99 permite rechazar la hip6tesis nula y; =y, = 0 (simetria y

curtosis igual a la normal) dado un nivel de significacion del 5%.

De este modo, rechazar la hipdtesis nula, bien en cualquiera de los dos contrastes
individuales, bien en el contraste conjunto, supone rechazar también la hipétesis de que

los datos proceden de una distribucion normal.
2.2. Normalidad multivariante.

Hasta ahora nos hemos referido a métodos que permiten contrastar la hipdtesis de
normalidad para cada una de las variables observables consideradas por separado. Sin
embargo, como ya se ha sefialado, el modelo de ecuaciones estructurales se asienta en el
supuesto de que las variables observadas siguen de forma conjunta una distribucién
normal multivariante. En este sentido, el que cada una de estas variables verifique
normalidad univariante resulta ser una condicién necesaria pero no suficiente para que
conjuntamente sigan una normal multivariante (si la distribucion conjunta es normal

multivariante, cada una de las marginales es una normal univariante, pero no a la inversa).

Por este motivo, una vez comprobada la normalidad de cada una de las variables
observadas consideradas individualmente, se hace necesario también contrastar la
hipétesis de normalidad multivariante. A tal fin, MARDIA (1970) propuso algunos tests
para contrastar si la asimetria y la curtosis multivariantes del conjunto de variables
observables permite asumir o no la hipdtesis de normalidad. Estos contrastes se
construyen a partir de las siguientes medidas muestrales de asimetria y curtosis

multivariantes:

! En BOLLEN (1989; 421) se relaciona un conjunto de estadisticos recomendados por D'AGOSTINO (1986)
para el contraste de la simetria y la curtosis, indicando cual resulta mas adecuado segun el tamafio de la
muestra con que se trabaje.



- Asimetria: G, =%anzn:[()(i —X)'é‘l(xj _7)]3

i=1 j=1

- Curtosis: G, =%zn;[(xi —%)8 (%, — %)
i=1

donde n representa el nimero total de observaciones, X; y X; son vectores columna con

los valores de todas las variables para las observaciones i-ésima y j-ésima, respectivamente,

X es el correspondiente vector columna de medias muestrales y S es la inversa de la

matriz de varianzas-covarianzas muestral.

Los estadisticos de contraste z(Gy,p) Yy z(Gz,p) obtenidos a partir de Gy p y Gy p S€
distribuyen asintoticamente segin una normal estandar por los que su interpretacion es
semejante a la ya comentada para los estadisticos de asimetria y curtosis univariante
2(Gy) y z(Gy): valores experimentales que en valor absoluto sean mayores que 1'96
permiten rechazar a un nivel de significacion del 5% las respectivas hipotesis nulas de
distribucion multivariante simétrica y mesocurtica. Asimismo, también se puede realizar

un contraste conjunto de simetria y mesocurtosis multivariantes utilizando el estadistico:

ke = [2(G1,p))* + [2(G2, )T

que se aproxima a una distribucién %2 con dos grados de libertad y que también se interpreta
de forma anéloga al estadistico conjunto k* de normalidad univariante, es decir, se
rechaza la hipdtesis nula para valores experimentales mayores que 5'99 dado un nivel de

significacion del 5%.
2.3. Aplicacion

Con el objetivo de ilustrar la comprobacion de los supuestos que se analizan en este
capitulo, se examinard un conjunto de datos provenientes de un estudio de campo
realizado en los canales de distribucion de productos electronicos domeésticos
canadienses en 1989 para el cual se envid un cuestionario a los comerciantes detallistas.
De esta forma, la poblacion inicial estaba constituida por todos los comercios de
productos electronicos domésticos de Canada. En total rebasaban los 450 puntos de
venta que se repartian en comercios independientes, afiliados o pertenecientes a una red
corporativa y franquiciados. En total, se consiguieron 99 respuestas validas (43

provenientes de comercios independientes, 35 de afiliados y 21 de franquiciados).



El objetivo perseguido con el cuestionario era la identificacion de las variables que
podrian regir las relaciones entre el mayorista y el detallista y que podrian conducir a la
satisfaccion de dichas relaciones y de los resultados financieros alcanzados por ambos.
Para ello, los encuestados debian responder a un total de 22 cuestiones cada una de las
cuales constituia una variable observable. Con el fin de simplificar el analisis en este
apartado se escogen ocho de esas variables: B2, B4, C1, D3, D6, E1, F1 y F3. La
estructura del cuestionario asi como las preguntas concretas incluidas en el mismo

aparecen recogidas en el anexo 1.

A continuacion, se realiza el estudio del supuesto de normalidad para las variables

implicadas en dicho estudio utilizando los programas SPSS, LISREL y AMOS.

La version 12 del paquete estadistico SPSS s6lo permite estudiar la normalidad

univariante, para lo cual hay que ir dentro del menu Analizar a Estadisticos descriptivos

y después a Explorar:

diane - Editor de datos SPSS

Archivo  Edicién Vet Datos  Transformar BEGEETS Graficos  Utiidades  Wentana 7

= Informes LN
| u
D'“ |§‘ ﬂ | ‘ ':‘ I | H e Fivas Frecuencias. .
1:al 1 Tablas Descriptivos, .,
2l | b1 || Compararmedias | 3 | a1 ] d2 | dz | 44 | o5 | =
1 | T ‘ 70 Modelo lineal general Tablas de contingencia... 70 70 70 =) 0 ET
Modelos mixtos Razdn,..
2 2 50 Comelacionss 40 75 50 45 75 a0
3 3 70 Regresién 60 85 40 75 60 [=in] 85 10 10
4 1 50 Laglineal 50 70 50 75 70 70 70 50 20
5 2 50 Clasificar 50 95 0 95 99 95 55 50 70
5] 1 85 Reduccidn de datas 90 80 80 B5 a0 a5 a0 20 1]
7 3 ] Escalas 93 o0 0 95 90 a0 o0 0 i}
8 2 50 Prusbas no paramétricas b |40 I 50 a0 65 55 40 75 70
g 1 75 :e”es temporales a0 70 40 70 75 a0 8 N P
UPErYIvENCa
10 3 A0 Respuesta miiliple 30 70 70 B0 B0 50 55 70 B0
1 3 g0 90 g5 10 85 a0 95 95 0 0
12 3 o9 95 99 95 99 0 o] o0 95 99 0 i}
13 2 50 a5 B0 50 40 80 30 40 45 =0 55 35
14 1 65 70 55 60 55 70 45 60 G0 60 65 65

Aparece asi una ventana emergente en la que hemos de pasar al cuadro titulado
Dependientes aquellas variables cuya normalidad queremos analizar. Asimismo, vamos a

seleccionar en el cuadro Mostrar la opcién Ambos y al pulsar en el boton Graficos...

M Explorar @
@al F Dgir;dientes: Aoeptar
@bl &
b3 ] Pbd v _ P |
@2 . Restablecer
el Factores: Cancel
o ancelar
G d2 \:I Aypuda
G dd
5 Eliquetar los casos mediante:
e2 v

Muostrar
% Ambos  Estadisticos  Gréficos Estadisticos... | Gréficos... Opciones...




Aparece otra ventana emergente en la que sefialaremos las opciones Ninguno dentro de
Diagramas de Caja, Histograma dentro de Descriptivos, y marcaremos la opcion
Gréficos con pruebas de normalidad. Pulsamos Continuar y volvemos a la ventana

anterior en la que haremos clic en el boton Aceptar.

Explorar: Graficos El
Diagramas de caja Descriptivos =
 Miveles de los factores juntos [~ Talla v hajas Continuar
" Dependientes juntas v Histoarama Cancelar
" Ninguno

g Apuda
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Dizpersidn por nivel con prueba de Levene
=
i
9 [Lograna =]
~

Dentro de los resultados del andlisis realizado, destacaremos, en primer lugar, una tabla
con una serie de estadisticos descriptivos calculados para cada una de las variables
seleccionadas, entre los que se encuentran los coeficientes de asimetria G; y curtosis G,

Yy Sus respectivos errores tipicos:

Descriptivos

b2 b4 cl d3 dé el f1 3
Media Estadl’:c,t!co 76,47 64,78 67,14 61,67 61,38 64,56 69,24 69,76
Error tipico | 1,577 1,889 2,071 1,930 1,960 2,193 1,586 1,608
Intervalo de confianza LI Estadistico | 73,34 61,03 63,03 57,84 57,49 60,20 66,09 66,57
paralamediaal95% LS  Estadistico | 79,61 68,53 71,25 65,50 65,27 68,91 72,39 72,95
Media recortada al 5% Estadistico | 77,42 65,38 67,77 62,42 61,77 65,20 69,85 70,38
Mediana Estadistico | 80,00 70,00 70,00 60,00 65,00 65,00 70,00 70,00
Varianza Estadistico | 246,354 | 353,277 | 424,817 | 368,816 | 380,321 | 476,188 | 249,145 | 255,981
Desv. tip. Estadistico | 15,696 | 18,796 | 20,611 | 19,205 | 19,502 | 21,822 | 15,784 | 15,999
Minimo Estadistico 30 0 0 0 10 10 10 20
Méximo Estadistico 100 100 100 100 100 100 100 99
Rango Estadistico 70 100 100 100 90 90 90 79
Amplitud intercuartil Estadistico 15 30 30 25 25 35 20 20
Asimetria Estadilst?co -,837 -,602 -,490 -,530 -,255 -,370 -, 794 -, 749
Error tipico ,243 ,243 ,243 ,243 ,243 ,243 ,243 ,243
Curtosis Estadi§t?c0 ,790 ,790 -,068 ,949 -,248 -,501 1,416 514
Error tipico ,481 ,481 ,481 ,481 ,481 ,481 ,481 ,481

Dividiendo cada uno de los coeficientes entre su respectivo error tipico hemos calculado
los estadisticos z(G1) y z(G,), y sumando los cuadrados de estos ultimos hallamos el
valor experimental del estadistico de contraste conjunto k2, siendo los resultados

obtenidos los siguientes:

CONTRASTE b2 b4 cl d3 d6é el f1 3

Asimetria: Z(G1) -3,444 | -2,477 | -2,016 | -2,181 | -1,049 | -1,523 | -3,267 | -3,082
Curtosis: Z(Gy) 1,642 | 1,642 | -0,141 | 1,973 | -0,516 | -1,042 | 2,944 | 1,069
Conjunto: k 2 14,562 | 8,835 | 4,086 | 8,650 | 1,367 | 3,403 | 19,343 | 10,643

Como se puede observar, de acuerdo con los criterios especificados con anterioridad para

un nivel de significacion del 5%, la hipotesis de simetria se rechaza para todas las

10



variables excepto para D6 y E1; en cambio, la hipotesis de distribucion mesocurtica se
rechaza sélo para D3 y F1. Por su parte, el contraste conjunto de asimetria y curtosis,
indica que s6lo pueden considerarse como normales las variables C1, D6 y E1.

La siguiente tabla que se obtiene es la que contiene los resultados de los contrastes de

normalidad de Kolmogorov-Smirnov-Lilliefors y de Shapiro-Wilks:

Pruebas de normalidad

Kolmogorov-Smirnov® Shapiro-Wilk

Estadistico gl Sig. Estadistico gl Sig.
b2 ,149 99 ,000 ,935 99 ,000
b4 ,135 99 ,000 ,964 99 ,008
cl 121 99 ,001 ,965 99 ,009
d3 ,100 99 ,016 ,967 99 ,014
dé ,095 99 ,028 ,981 99 ,164
el , 104 99 ,010 ,966 99 ,012
fl ,176 99 ,000 ,950 99 ,001
3 ,193 99 ,000 ,942 99 ,000

# Correccion de la significacion de Lilliefors

Si nos fijamos en la significacion de los estadisticos de Kolmogorov-Smirnov-Lilliefors,
podemos observar que en todos los casos son inferiores a 0'05, por lo que se rechazara?
la hipotesis nula de normalidad de todas las variables para dicho nivel de significacion.
De acuerdo con ese mismo criterio, el contraste de Shapiro-Wilks nos permite rechazar
la hipotesis de normalidad para todas las variables excepto para D6, si bien es cierto
que, como ya sefialamos, este contraste no seria el mas indicado en este caso dado que
el tamafio de muestra es demasiado grande (99 individuos). No obstante, si
consideramos una significacion del 1%, ambos contrastes dan lugar a que rechacemos la

normalidad de todas las variables excepto D3, D6 y E1.

Los ultimos resultados que se obtienen del andlisis son los histogramas y los graficos de
probabilidad normal® de cada una de las variables seleccionadas, los cuales se recogen a

continuacion:

2 Recordar que la hipdtesis nula de un contraste se rechazara siempre que la significacién o p-valor asociado
al estadistico sea inferior al nivel de significacion o, habitualmente fijado en el 5% o en el 1%.

¥ Concretamente, los gréficos que genera SPSS con este comando son una tipo especial que se denominan
"graficos cuantil-cuantil" o simplemente "gréaficos g-q" (en inglés, quantile-quantile plots o g-q plots) cuya
interpretacion es similar a la comentada para los graficos de probabilidad normal.
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Gréafico Q-Q normal de d6

dé
20 “1
- . o
154
°
N g
g :
=
g g 0+
g 107 B
i £
]
z
o
2 o
5 o
Mean = 61,38
|Std. Dev. = 19,502 -4
T T T T == T T T T T T T
4 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
dé Valor observado
el 5 -
Grafico Q-Q normal de el
20 4
15 2 o
o
3
© ©
L - i
] N a
5] @
3 10 - 8 o+
2 T
T £
] =)
z
2 o
= z o
Mean = 64,56
Std. Dev. = 21,822 -4
N =99
T T T T T T T T T T
o 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
el Valor observado
1 Grafico Q-Q normal de f1
p
304 M
25-{
2 [
° o
20 g
g H
< @
o o 0
3 15+ = °
] £
[y £
]
z
104
2] o
o
5
Mean = 69,24 4
IStd. Dev. = 15,784 “7
- 1 T T T T N =99 T T T T T T T
o 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
f1 Valor observado
3 Gréfico Q-Q normal de f3
25 47
20
2
] (=]
<
g o
5 15 ©
g 15 a
@ 8 o
e 3
8 ™ K
T N £
10 S
4
— o
o
5
Mean = 69,76
IStd. Dev. = 15,999 -4
N =99
T T T T T T T T T
20 40 60 80 100 20 40 60 80 100 120
3 Valor observado

A la vista de los histogramas no parece claro que alguna de las variables tenga una
distribucion muy semejante a la normal. En cambio, en los graficos g-q de las variables

D3, D6 y E1 parece que el ajuste a la recta es bastante bueno por lo que podrian ser
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normales. En cierto modo, esta interpretacion resulta congruente con la obtenida de los
contrastes Kolmogorov-Smirnov-Lilliefors y Shapiro-Wilks antes comentados si fijamos

como nivel de significacion el 1%.

Para contrastar la normalidad de los datos con el médulo PRELIS del programa LISREL

(version 8.7), hay que ir a Output Options dentro del menu Statistics.

i LISREL Windows Application - [DIANE. psf]

D Fle Edit Data Transformation Graphs  Mulilevel SurveyGLIM  Yiew ‘Window Help
~ & = Data Screening
QIQ‘—I—I = Impute Missing Yalues ...
H = Multiple Imputation, ..
B2 B4 E1 Fi F3
1 70.0 00, a000 7000 7000 -
2 6000 500 00, 4000 7800 8000 [
3 ge.00 60,0 mormal Scores... .00 45,00 90,00 90,00
4 7000 500 00 7000 7000 7000
5 9g,00  goq  Toctor Anslis.. 00, 9300 9300 9900
3 ganp  gop “ensoredRegressions.., .00, G000 9000 40,00
7 9300  gg[ LowsHcRegressons.. 00 9500 8500 8000
8 G000 a4ny  FrobtRegrsssions... .00 3500 6000 8000
9 85,00 gy Resressens... 0D a000 75,00 75.00
10 BEO0  apQ  WeStemsleastSauares..  fngl 3po0 G000 G000
11 9300 900  Raststrapping .. .00 9000 @500 8500
12 900 850 9300 8500 9000
13 8500 500 3|00 7000 7000
14 7000 G000 5500 60,00 G000, 4000 6000 60,00
15 9000 G500 BRO0 8000 9000 4000 4500 4000
16 8000 G000 6500 G000 5500 G500 6500 70.00

y en la ventana emergente que aparece marcamos la opcion Perform tests of multivariate

normality.
- BEH
L]
Dlc|i|m| 4 |o|m| j2|d| S(B|2]
= [
B2 B4 | c | p3 | b6 | BB | F1 F3
1 70.00 70.00 0.00 70.00 80.00 70,00 70.00 =
2 5000 50,00 70,00 46,00 75,00 40.00 78,00 8000 [
3 85,00 60,00 85,00 SoSd Lo il
4 70.00 50.00 FRIY Output
5 95.00 50.00 95.00 o — -
6 9300/ 9000 60,00 sl o
7 99,00 99,00 90,00 ‘Cuvaliancas ﬂ I Save the transfoimed data to file:
8 60.00 40.00 75.00 [ Savetofile: [ LISREL spstem data |
9 85,00 g0.00 70,00 |
10 E5.00 30.00 70.00 width of fields: |15
11 95.00 90.00 85.00
12 99.00 95,00 99.00 Means Mumber of decimals: E
13 85.00 50.00 4000 [ Saveto fie
14 70,00 50.00 5500 | Mumber of repetitions:  [4
15 a0.00 55,00 85,00 I Rewind data after each repatition
16 80,00 60,00 65,00 Standard Deviations
17 75.00 78.00 75.00 I Save to file: o
18 86,00 90,00 75,00 [ [
13 30,00 85.00 B0.00 [ Perform tests of multivariate narmality
2l 50.00 55,00 80,00 Asymptotic: Covariance b atrix
21 70.00 40.00 40.00 [ Save e B i [~ wide print
22 35.00 40,00 60,00 [ (& Random seed
23 70.00 70.00 40.00
24 65.00 70.00 40.00 " Setseedto 123456
25 5000, 6500 70,00 Aﬁ“’;‘m‘ct\’?‘ances Pt
26 50.00 58.00 57.00 avenlie (LS () G0
27 75.00 90.00 85.00 [ 0K Cancel
28 65,00 7000 45,00
29 30,00 35.00 30.00 500 AU000 5, U0 Al AUy
30 45.00 55.00 55.00 65.00 85.00 80,00 60.00 6000

Pulsamos OK y el programa genera una ventana con los resultados siguientes:
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— Una primera tabla con medidas estadisticas de sintesis univariantes para cada una de
las variables continuas entre las que se encuentran los coeficientes de asimetria

(skewness) G; y curtosis (kurtosis) Go:

Total Sample Size = 99

Univariate Summary Statistics for Continuous Variables

Variable Mean St. Dev. T-Value Skewness Kurtosis Minimum Freq. Maximum Freq.
B2  76.475 15.696 48.479 -0.837 0.790  30.000 2 100.000 6
B4 64.778 18.796 34.291 -0.602 0.790 0.000 1 100.000 2
Cl 67.141 20.611 32.412 -0.490 -0.068 0.000 1 100.000 6
D3 61.667 19.205 31.949 -0.530 0.949 0.000 2 100.000 1
D6 61.384 19.502 31.318 -0.255 -0.248 10.000 1 100.000 2
El 64.556 21.822 29.435 -0.370 -0.501 10.000 2 100.000 3
F1 69.242 15.784 43.648 -0.794 1.416 10.000 1 100.000 2
F3  69.758 15.999 43.382 -0.749 0.514  20.000 1 99.000 3

— La segunda tabla muestra el contraste univariante de normalidad para cada una de las
variables consideradas, que incluye los respectivos valores experimentales de los
estadisticos de contraste de asimetria z(G;) y curtosis z(G) univariantes (z-score) y
sus p-valores asociados, asi como el valor experimental del estadistico k?* de contraste
conjunto de simetrfa y curtosis univariantes (chi-square) y su correspondiente p-valor*:

Test of Univariate Normality for Continuous Variables

Skewness Kurtosis Skewness and Kurtosis

Variable Z-Score P-Value Z-Score P-Value Chi-Square P-Value

B2 -3.200 0.001 1.515 0.130 12.533 0.002
B4 -2.412 0.016 1.514 0.130 8.111 0.017
Cl1 -2.000 0.045 0.034 0.973 4.003 0.135
D3 -2.149 0.032 1.712 0.087 7.551 0.023
D6 -1.072 0.284 -0.418 0.676 1.324 0.516
E1l -1.537 0.124 -1.210 0.226 3.825 0.148
F1 -3.063 0.002 2.212 0.027 14.278 0.001
F3 -2.914 0.004 1.126 0.260 9.760 0.008

Como se puede observar, para un nivel de significacion del 5%, la hipétesis de simetria
se rechaza para todas las variables salvo para D6 y E1, la de mesocurtosis se rechaza
solo para F1, y segun el contraste conjunto de asimetria y curtosis, se rechaza la

normalidad de todas las variables salvo C1, D6 y E1.

— La tercera tabla recoge el contraste multivariante de normalidad, que consta de los
coeficientes (value) de asimetria Gy, y curtosis G, , multivariantes, los respectivos

valores experimentales (z-score) de los estadisticos de contraste z(Gy,p) ¥ 2(G2,p) Y

* Si bien los coeficientes de asimetria G, y de curtosis G, calculados por LISREL coinciden con los obtenidos
por SPSS, sin embargo los valores experimentales de los estadisticos de contraste z(Gy), z(G,) y k* no
coinciden con los que obtuvimos anteriormente porque para su calculo LISREL sigue los procedimientos
recomendados por D'AGOSTINO (1986) a las que ya hicimos referencia. No obstante, los resultados obtenidos
asi como las conclusiones a las que se llega son practicamente iguales.
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sus p-valores asociados, asi como el estadistico kp2 de contraste conjunto de simetria

y curtosis multivariante y su correspondiente p-valor:

Test of Multivariate Normality for Continuous Variables

Skewness Kurtosis Skewness and Kurtosis
Value Z-Score P-Value Value Z-Score P-Value Chi-Square P-Value
35.497 16.223 0.000 130.514 8.449  0.000 334.576  0.000

En este caso, los contrastes de asimetria y curtosis multivariantes considerados tanto por
separado como conjuntamente permiten rechazar la hipétesis nula de distribucion normal
multivariante para cualquier nivel de significacion puesto que todos los p-valores

asociados a los estadisticos son nulos.

— Finalmente, se muestran los respectivos histogramas de frecuencias de cada una de
las variables, la matriz de varianzas-covarianzas, y las matrices de medias y de
desviaciones tipicas®.

Para contrastar la normalidad multivariante de los datos con programa AMOS (version
4.0), hay que ir a Analysis Properties dentro del menu View/Set, o bien, hacemos clic en el

icono [ (Analysis Properties) de la barra de herramientas:

" Diane : Group number 1 : Input

File  Edit | Diagram Model-Fit Tools Help
Intetface Properties,.,  Ctrl+D — @
oo
Yariables in Madel... . .
Variables in Datasst.. Chi-cuadrado=\cmin “«— & %
Parameters... Grados de Libertad=\df - =
WMatrix Representation. .. Probabilidad=\p Title: z =
Full Screen E T K
Unstandardized estirnat e
Standardized estimates @ O ﬁg
el S
I G
diane armw I% i .
E7] Tass g0
IEE 3 *‘v"
@
X
OFim
oK
DIANE.AMW

> Omitimos esta parte de los resultados porque esta informacion no resulta necesaria para el estudio de la
normalidad de los datos.
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Aparece una ventana emergente, y en la pestafia Output marcamos la opcion Tests for

normality and outliers.

o NEE
. x|
¥
[m]]] =t Analysis Properties 7 )% |:| O {é:
Group number 1 Estimation | MNumerical | Bias — — I_Ell
Permutations | Fandom # | Title —_— =
Output formatting ‘ Qutgut ‘ Bootstrap Title z %
Detault model @ @ @
. Germ 1 Indirect direct & total 7
I~ Minimization histary I iz E T K
Unstandardized estimat A q . e
Standardized ssimates ™ Btandardized estimates [~ Factor score weights @ O ﬁg
Sl e ™ Covariances of estimates [ []zﬂ \Q}
correlations A
™ Sample moments ™ Correlations of estimates IHIEE Im]}]
I Implied moments r Swmal el el ﬁ
P — differences . .
Tests for pormality snd? ELER S
I~ Allimplied moments v o Lnu 3 v
W s e - Ohserved information G‘l Q
matrix
_ 3
™ Modification indices ’— Thrashald for | | —
modification indices g
- OF &
oK
DIANE.AMW

Cerramos esa ventana y hacemos clic en el icono [lil (Calculate estimates) de la barra de

herramientas para ejecutar el comando.

Para ver los resultados, podemos ir a Table Output dentro del menu View/Set, o bien,

ventana con los resultados, y seleccionamos el campo titulado Normality dentro de la
lista que aparece en la parte superior izquierda de la ventana, mostrandose asi en la parte

derecha de la ventana una tabla con los contrastes de normalidad correspondientes.

c:‘documents and settingswinxpimis documentosijeanpierreldiane

File Edit Farmat Help
[0 -] S & B@ WS i - 23 &
Title ~||Assessment of normality =
g:::r:!;;“sr’;:‘;’); min max  skew or. kurtosis Gl —
Notes for Group Y 3 20,000 99,000 -0,737 -2,994 0,429 037
lMotes for Model 1 10,000 100,000 -0782 -3177 1,286 2812
""*-'-*' < o] 10,000 100,000 -0251 1,019 -0,295 -0600
] | 0,000 100,000 -0522 -2121 0,841 1,709
el 10,000 100,000 -03684 -1480  -0536 -1,000
Group numkber 1 cl 0000 100,000 -0483 1961 -0125  -0,253
b4 0,000 100,000 -0593 -2410 0691 1,403
T b2 30,000 100,000 -0,624 -3,348 0,691 1,403
Multivariate 52,114 20,497

Esta tabla presenta, para cada una de las variables consideradas los valores minimo y
maximo, los coeficientes de asimetria y curtosis —que, en este caso no son G; y G, sino

01 Y go— los respectivos valores experimentales (critical ratio o c.r.) de los estadisticos de
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contraste z(g1) Y z(g2) asociados que, admitiendo la normalidad, corresponderian a una
normal estandar. Asi, los resultados indican que, dado un nivel de significacion del 5%,
todas las variables excepto D6 y E1 tienen una asimetria significativa, y que soélo la
variable F1 se aleja significativamente de la normal en lo que a la curtosis se refiere

(conclusiones que coinciden con las obtenidas con LISREL).

En cuanto a la normalidad multivariante, AMOS proporciona sélo contraste para la
curtosis multivariante®, cuya estimacién y valor experimental se muestran al final de la
tabla anterior. La interpretacion de este valor es la misma que en el caso univariante por
lo que podemos concluir que conjuntamente las variables presentan una curtosis

significativamente distinta de la de una normal multivariante.

Por ultimo, hemos de sefialar que la diferencia en el estadistico de curtosis multivariante
y en su valor experimental segin sea obtenido con LISREL o con AMOS se debe a que
cada uno de estos programas utiliza un estadistico diferente para realizar el contraste de
hipétesis’. No obstante, las conclusiones a que se llegan con uno y otro procedimiento

suelen ser muy similares (como se puede comprobar, en nuestro ejemplo son iguales).
3. Linealidad

Este supuesto se refiere a que las relaciones entre distintas variables sean lineales. El
método més comunmente utilizado a la hora de examinar la estructura de las relaciones
entre distintas variables es el grafico de dispersion el cual representa los valores para
cada dos variables. En dicho gréafico, cada variable se representa en un eje y el patrén
seguido por los puntos representa la relacion entre dichas variables, de tal forma que si
los puntos siguen una linea recta, la combinacion de las dos variables es lineal. Cuando

los puntos siguen una linea curva, representan una relacion no lineal y cuando no siguen

® El que AMOS sélo permita contrastar la curtosis multivariante y no la asimetria puede deberse al mayor
efecto en la validez de los resultados que tiene un significativo exceso o defecto de curtosis de la distribucion
conjunta de las variables observadas.
En este sentido, BOLLEN (1989; 416) sefiala que si la distribucion no es normal pero es mesocdrtica, las
propiedades de los estimadores maximo-verosimiles y de minimos cuadrados generalizados son las
mismas que si se cumpliese la hipotesis de normalidad. Sin embargo, si la distribucién presenta una
curtosis significativamente distinta de la normal, queda garantizada la consistencia de los estimadores
pero no su eficiencia asintdtica, ni serian adecuadas las matrices de covarianzas para los test de
significacion individual de los parametros, ni se podrian aplicar los tests x* de ajuste global del modelo
puesto que los estadisticos de contraste no seguirian asintdticamente esta distribucion

’ En BOLLEN (1989; 424) se pueden encontrar sendas listas con la expresion de los estadisticos de contraste.

18



ninguna estructura aparente, se pone de manifiesto la no existencia de relacion alguna

entre las dos variables.

Cuando el investigador se enfrenta a muchas variables, la forma mas eficiente de
comprobar el supuesto de linealidad es utilizar la opcion matricial del grafico de
dispersion en la cual se representan los graficos de dispersion correspondientes a todas

las posibles combinaciones de variables. Para ello, en SPSS, se debe ir a Dispersion

dentro del ment de Gréficos y elegir la opcion matricial:

diane - Editor de datos SPS5

Archivo  Edicién  Wer Datos Transformar  Analizar {E(E

~ v, (Galeria
D|u |§‘ | ‘ E| E? ‘ ﬂ iIL Interactivos 4
1:al 1
Barras...
al | b | b2 [ liness. el | e | 3 | 4t | d2 | 43 | 44 | d5 | ~
1 7] 70 80| Aress... 70 a0 70 70 70 ] 30 30
2 2 50 BO| | Sectores... 70 B0 10 75 &0 45 75 &0
3 3 70 5| | Médmos y minimos... &5 40 75 il £0 &5 10 10
] 1 &0 70 pareto... 70 &0 75 70 70 70 50 ]
5 2 50 99 contral.. % 0 % 99 99 5 a0 70
B 1 4 R ——— &0 &0 B5 Eli 85 ] 20 ]
7 3 Eli ], 50 i 55 a0 &0 50 i i
g 2 =0 ] 75 Eil &0 3 5 40 75 70
5 1 75 L Ciseerscn... 70 40 70 75 &0 £ 30 20
10 3 a0 g5 | Mstograma. 70 70 ] &0 60 3 70 ]
X 3 ] | oo & 10 & a0 9 9% 0 0
12 3 99 B e, ] i L] a0 55 ] i i
13 2 &0 B5| | curvmcoR. 40 &0 a0 40 15 &0 55 =
14 1 B5 70| | Serie temporal , 55 70 15 &0 £0 &0 55 85
15 2 70 L = e a5 10 a0 a0 E a0 0 [
16 3 70 a0 60 B0 65 &0 10 55 65 ] &0 ]
17 2 75 75 75 75 75 20 75 75 &0 &0 10 10

Aparece una ventana emergente donde se debe elegir las variables sobre las que se quiere

realizar el grafico. En nuestro caso, se eligen todas aquellas implicadas en el estudio.

M Diagrama de dispersién matricial E
®d2 @ b 4
@ dd E el FRestablecer
B ds @l
®e2 @ J [E=s
@ e3 Establecer marcas por. Ayuda
Dot 0 N —

@2 Eliquetar los casos mediante:
T —
Flantilla
[ Usar las especificaciones graficas de:
Titulos. Opciones.

Se pulsa en Aceptar y el programa estadistico proporciona el grafico de dispersion en
forma matricial, tal y como se muestra a continuacion. Como se puede observar, los
graficos de dispersion parecen indicar que existe cierto grado de linealidad en las

relaciones existentes entre las variables, ya que los puntos, en cada uno de ellos, estan
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mas o menos situados alrededor de una recta, si bien algunos casos, como F1-F3,

parecen mucho mas claros que otros, por ejemplo B2-F3.

AT e I R IR s
o~ GRS WEE | S| alEn | U
= i' o B g.. {:’ e . o %l .' gl % 5.
H S S . ® e M . H o
oo ® ot Ly * ‘oqed ] N 'c'
o E “: . ] * o‘. ] ..i,. ] * o * :.. ‘0.
2 ...f.!::h: - = -y t sl I s ,':...FE:'
Dl I R R g e e
Of s et A1 L QU IS r s L B S Y S
o o %% ig: :o pr " :: ¥ ; e ': p ! ... : .:' .'i...':
S ":"!!':':' E '?' ae . : i v T °s ’ n?'i'f'
.: * - . ‘ . 0 . .“.
ot | | o | |
3 .,;';!4{. L 3 LRI 2 -‘-{g'-'.
. ....l':‘ . :." .'E' &r. °Tols . ':: [ X wcethe o ool
* ’ L e’ ) o & H o, - ° % g M
] I T :F& 8 .J,g. ) (N IS - I8
et . t. - . ee® [ % .
Lz!ui:i .:o. oeo . o o. . o - 0.. .o - 0:. . . ooe
‘.F_| .n.:'.l:g f'c o .‘;.;'ﬁ * 0..' :s: S 1 .. :cu . :' ‘: ;: etlees
b o o, ol = tes $emens o . o o0
eosd] u;og o# o"& o % e .o o oo . f .
™ wotife’ | ° 2 3 iy A g o= 3 * adeene .
- - $ :"... . 5:‘.'. . ‘_f‘; I IO L 0 2O '_-::.:.. . .J':
b2 b4 cl d3 dé el f1 f3

4. Valores atipicos

Los valores atipicos (en inglés "outliers™) son individuos que presentan un valor o
combinacion de valores en la(s) variable(s) observada(s) que les diferencia claramente del
grueso de las observaciones. Estos valores pueden aparecer por diversas razones, como
errores de procesamiento y/o codificacion de los datos, como consecuencia de una
situacion extraordinaria, 0 pueden deberse a causas desconocidas. Dado que ciertos
valores atipicos —que se denominan observaciones influyentes— pueden provocar una
importante distorsion en los resultados de los analisis, se hace necesario examinar los

datos para detectar su presencia, estudiar la influencia que ejercen y, en caso de tratarse
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de observaciones influyentes, estudiar cuéles son las causas que los originan y decidir
en cada caso si se deben retener o excluir del andlisis. En este sentido, la deteccion de

los valores atipicos se puede realizar desde una perspectiva univariante o multivariante.

Desde un punto de vista univariante, una primera aproximacion se puede realizar
utilizando los denominados diagramas de caja. Para obtener estas graficos utilizando el
programa SPSS, hemos de ir a Diagramas de caja dentro del menu Gréficos; aparece
una ventana emergente y seleccionamos la opcion simple e indicamos que los datos del

gréfico son resumenes para distintas variables:

Diagramas de caja

Defini
EIFHIE Simple efinir
Cancelar

il

$B ¢$ Agrupado Apuda

Loz datos del grafico son

™ Resimenes para giupos de casos

* Resimenes para distintazs vanables

Vamos a definir y aparece una nueva ventana; seleccionamos como variables a representar
aqueéllas que son objeto de estudio, y si tuviésemos alguna variable de identificacion de
los individuos (en este ejemplo no existe) la incorporariamos al campo Etiquetar los

casos mediante; pulsamos aceptar y obtendremos los resultados.

M Diagramas de caja simples: Resimenes para distintas variables @

® al s Laz cajas reprezentan: -.-’-'-.ceptar
@ b2 ~
@ b3 @ hd FPegar
o2 @l Restablecer
b mi e e,
@ di @ db Cancelar
@ dz2 @ el Apuda
® d @0 v e |
o d5

a2 Etiquetar loz casos mediante:
% 1 w l:l Opciones. ..

En primer lugar, se obtiene una tabla resumen con el nimero (y porcentaje) de casos
validos, perdidos v el total para cada una de las variables y, a continuacién tendremos la
siguiente representacion gréfica con los distintos diagramas de caja de cada una de las
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variables que aparecen identificadas en el eje de abscisas (en ordenadas se sitlan los

valores de la variable).

100 - -- -T- -T- - - —
80—
e — e —
e —
60— —
030
40— 069
022
029 L L
20— 4 4 096
- 097 - 079
0— 095 080 093
| | | | | | | |
b2 b4 cl d3 dé el fl f3

Los valores atipicos de cada variable aparecen representados como pequefios circulos, si
la distancia a la que estan por debajo del borde inferior de la caja —que es el primer
cuartil (Q1)— o por encima borde inferior de la caja —que es el tercer cuartil (Qz)— es
entre 1'5 y 3 veces la longitud de la caja, es decir, el rango intercuartilico (Qs — Q1); 0
como asteriscos, si esa distancia es mas del triple de dicho rango. Tanto unos como otros
aparecen etiquetados con el nimero de caso —o con el valor de variable de identificacién

gue hayamos seleccionado-.

En el ejemplo con que estamos trabajando, observamos que son atipicas las observaciones
42,29, 22,69 y 30 en la variable B2, la observacion 95 en B4, la 80 en la variable C1, las

22



observaciones 95y 97 en D3, y las observaciones 97, 79 y 96 en las variables D6, F1 y F3,
respectivamente. Asimismo, comprobamos que la variable E1 no presenta ningun valor

atipico.

Un método complementario consiste en tipificar todas las variables de manera que todas
tengan media 0 y desviacion tipica 1. Asi, se considerarian valores atipicos aquellos que,
una vez tipificados, son en valor absoluto superiores a 2'5 —si la muestra es menor de 80— o

a un valor entre 3 y 4 —para muestras mayores.

Aplicando este método a nuestro ejemplo, encontrariamos los valores atipicos que aparecen
en la tabla siguiente (que no aparece completa), sefialados en rojo los que son superiores

a 2's, y resaltados en amarillo los que son mayores que 3).

individuo B2 B4 C1 D3 D6 El F1 F3
1 0,2257 0,2793 0,1394 0,0872 0,4441 0,7114 0,0482 0,0152
2 1,0550 0,7902 0,1394 0,8723 0,7018 1,1310 0,5577 0,6434
21 0,4146 1,3250 1,3235 1,6573 1,1021 1,3613 2,4988 2,4976
22 2,6559 1,3250 0,3482 0,4361 0,0713 0,2508 1,2253 1,5553
23 0,4146 0,2793 1,1147 0,4361 0,0713 1,1719 1,0034 0,9575
24 0,7348 0,2793 1,3235 0,6106 0,4441 0,2098 0,3666 0,3293
25 1,6953 0,0119 0,1394 0,0872 0,4441 0,9007 0,5885 0,6130
26 1,6953 0,3624 0,4945 0,3489 1,3598 0,4401 0,3666 0,3293
27 0,0944 1,3487 0,8709 0,4361 1,3202 0,2098 0,3666 0,6434
28 0,7348 0,2793 1,0797 0,6978 0,2379 0,4811 0,0482 0,2989
29 2,9761 1,5924 1,8112 1,9190 1,1021 1,8219 2,4988 2,4976
30 2,0155 0,5229 0,5921 0,1745 1,2171 0,7114 0,5885 0,6130
41 1,3752 1,3250 1,3235 0,6106 0,3290 1,3613 0,9069 0,9271
42 2,9761 1,3250 1,3235 1,0293 2,1329 1,5916 1,8621 1,5553
43 0,0944 0,7071 0,3345 0,3838 0,7018 0,2508 0,6850 0,5806
68 0,4146 0,8140 0,6270 0,3489 0,4441 0,4811 0,0482 0,2989
69 2,3357 1,3250 2,0550 1,3956 1,3598 2,5128 1,2253 1,2412
70 1,5065 1,6161 1,3585 1,1339 0,4441 0,0205 1,0034 0,6434
78 0,4146 0,2555 0,8359 0,6106 1,1021 1,1310 0,0482 0,6130
79 0,8661 0,8140 0,8359 0,6106 0,4441 0,7114 3,7723 1,8694
80 0,8661 0,8140 3,2741 2,1807 2,1329 0,2098 0,5885 1,8694
81 0,8661 0,8140 0,6270 1,4828 0,4441 0,2508 0,0482 0,0152
91 0,2257 0,5466 1,6023 0,1745 1,1021 1,6325 0,5885 1,5857
92 0,8661 2,9292 0,6270 0,0872 0,4441 0,7114 0,5885 0,0152
93 1,5065 1,8835 0,8359 2,0062 0,0713 1,1719 1,3218 1,2716
94 0,2257 0,7902 1,8112 1,6573 2,1329 2,5128 0,5885 0,0152
95 1,5065 3,4640 0,8359 3,2274 1,6175 0,2508 1,2253 1,8694
96 1,5065 1,3487 1,6023 1,4828 1,9902 1,6325 0,6850 3,1258
97 0,2257 1,8835 1,6023 3,2274 2,6482 1,1719 1,9585 0,6434
98 1,0550 0,2555 0,6270 0,4361 0,4441 1,1719 0,0482 0,0152
99 0,2257 0,7902 0,1394 0,4361 0,4441 1,1719 0,6850 0,6130

Si comparamos los resultados obtenidos por este método, veremos que no existen

muchas diferencias con los logrados utilizando diagramas de caja.

Desde el punto de vista multivariante, la deteccion de los valores atipicos se realiza

utilizando la denominada distancia de Mahalanobis, que es una medida estadistica de la
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distancia multidimensional de un individuo respecto al centroide o media de las

observaciones, que viene dada por la siguiente expresion:
di2 = (Xi _X)Is_l(xi _i)

donde x; es el vector columna con los valores de todas las variables para la observacion

i-6sima, respectivamente, X es el correspondiente vector columna de medias muestrales y

S es la inversa de la matriz de varianzas-covarianzas muestral. Esta distancia tiene
interesantes propiedades® estadisticas que permiten construir pruebas de significacion
de la excentricidad de las observaciones. Asi, ejecutando la opcion Tests for normality and
outliers del programa AMOS (a la que ya hicimos referencia cuando hablamos de la
normalidad multivariante), y sefialando el campo titulado Outliers dentro de la lista que

aparece en la parte superior izquierda de la ventana de resultados, obtenemos la tabla

siguiente:

c:\documents and settings\winxp\mis documentosijeanpierreldiane
File Edit Farmat Help

W% - EE BRI RS 3 «e 2li e
-

Observations farthest from the centroid {(Mahalanobis distance) =
Observation  Mahalanobis
numer d-squared p1 p2
97 44343 0,000 0,000
95 43962 0,000 0,000
79 32778 0,000 0,000
Group nurber 1 95 31,901 0,000 0,000
80 30,047 0,000 0,000
" 90 19,230 0,014 0,002
Default model
75 18,580 0,017 0,002
91 18,471 0,018 0,000
92 17,837 0,022 0,000
93 17,236 0,028 0,000
5 15,889 0,044 0,004
22 15,769 0,046 0,002
37 14,745 0,064 0,017
70 14,306 0,074 0,015
8 13,458 0,097 0,055
29 13,135 0,107 0,063
42 12,821 0,118 0,073
89 12,682 0,123 0,058
94 12,412 0,134 0,065
32 12,149 0,145 0,074
20 11,793 0,161 0,107
30 11,738 0,163 0,077
15 10,789 0,215 0377
3 10,567 0,227 0,399
87 9540 0,299 0,869
10 9,088 0,335 0,957
2 8964 0,345 0,950
99 8889 0352 0940 S
4 W[

8 Cabe destacar que es invariante a cambios de escala, es euclidea, estd normalizada y tiene en cuenta las
correlaciones entre las variables, es decir, la redundancia entre éstas. Una explicacién mas detallada se
puede encontrar en CUADRAS (1988; 306-308).
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Esta tabla contiene una lista con todas las observaciones ordenadas, de mayor a menor,
segun su distancia —de Mahalanobis— al centroide. Las dos columnas siguientes contienen
sendos p-valores con la significacién de esas distancias, asumiendo la existencia de

normalidad multivariante, desde dos puntos de vista.

Asi, para la observacion mas alejada, la numero 97, la columna p; muestra la
probabilidad de que una observacion cualquiera se encuentre a una distancia de
Mahalanobis mayor o igual que 44'343. En cambio, la columna p; indica la probabilidad de
que la observacion mas alejada del centroide se encuentre a una distancia de
Mahalanobis mayor o igual que 44'343. Para la siguiente observacion —la segunda mas
alejada del centroide, la nimero 96— p; indica la probabilidad de que un individuo
cualquiera esté a una distancia mayor o igual que 43'962, mientras que p, muestra la
probabilidad de que el segundo individuo mas lejano del centroide esté a una distancia

mayor o igual que 43'962. El resto de p-valores se interpretarian de forma analoga.

Logicamente, los valores de p; aumentan a medida que vamos descendiendo en la lista
(nos acercamos mas al centroide) mientras que no sucede lo mismo con los valores de
p2. Por otro lado, mientras que, en cierta medida, podemos esperar encontrar algunos
valores pequefios de pi, sin embargo, si los valores de p, son también muy pequefios
esto indicaria que esas observaciones estan improbablemente lejos del centroide bajo la
hip6tesis de normalidad multivariante. En cualquier caso, HAIR et al. (1999; 58) sugieren
que "dada la naturaleza de los tests estadisticos, [...] se use un nivel muy conservador,

quiza 0'001, como valor umbral para la designacién como caso atipico".

De acuerdo con este criterio, en nuestro ejemplo, podriamos considerar como atipicas
las observaciones numero 97, 96, 79, 95 y 80, las cuales ya se habian revelado como

outliers al aplicar los procedimientos univariantes antes indicados®.

% Para un estudio més detallado de los métodos de deteccién de valores atipicos y su tratamiento se
recomienda la lectura de HAIR et al. (1999; 57-61)
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5. Glosario

Asimetria: Rasgo caracteristico de la forma de una distribucién de frecuencias (o de
probabilidad) que se presenta cuando los valores que estan a la misma distancia de la
media no tienen igual frecuencia (o probabilidad); se puede distinguir entre asimetria a
la derecha o positiva, cuando los valores bajos de la variable son los méas frecuentes o

probables, y asimetria a la izquierda o negativa, en caso contrario.

Curtosis: Rasgo caracteristico de la forma de una distribucion de frecuencias (o de
probabilidad) que se refiere al grado de apuntamiento de la misma en comparacion
con la distribucién normal; se puede distinguir entre leptocurtosis o curtosis positiva,
cuando la distribucion es mas apuntada y con colas menos gruesas que la normal,
curtosis negativa o platicurtosis, si es mas aplastada y con colas méas gruesas que la

distribucion normal, y mesocurtosis si es igual de apuntada que la normal.

Diagrama de cajas: Representacion grafica en la que se muestran los tres cuartiles de

una distribucion y que permite detectar la existencia de valores extremos.

Diagrama de dispersion: Grafico bidimensional en el que se representan, en sendos ejes de
coordenadas y por medio de puntos, los pares de valores correspondientes a las

mediciones de dos variables cuantitativas observadas sobre un conjunto de individuos.

Distancia de Mahalanobis: Medida estadistica de la distancia multidimensional de un
individuo respecto al centroide o media de las observaciones que se caracteriza por
tener en cuenta las correlaciones entre las variables eliminando asi las redundancias

que puedan existir entre éstas.

Gréfico de probabilidad normal: Representacion grafica que consiste en enfrentar, en
un mismo grafico, los valores observados frente a los tedricos que se obtendrian de
una distribucion normal, de modo que, si la variable se distribuye segin una normal,

los puntos se concentraran en torno a una linea recta.

Histograma: Representacion gréfica de la distribucion de frecuencias de una variable
cuantitativa en la que los datos estan agrupados en intervalos.

Outliers o valores atipicos: son individuos que presentan un valor o combinacién de
valores en la(s) variable(s) observada(s) que les diferencia claramente del grueso de las

observaciones.
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